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Abstract 
Lalanne, J.C., Polyominos parallelogrammes a franges et fonctions de Bessel, Discrete Mathematics 
115 (1993) 2177230. 
The object of this paper is to generalize some recent results about enumeration of parallelogram 
polyominos using Bessel functions. We first define the concept of parallelogram polyomino with 
border. Then we prove that the generating function for these objects, by area and number of 
columns, has a simple expression in terms of q-Bessel functions. Using q-calculus, we give some 
properties of these q-analogs. 
L’object de cet article est une gtneralisation de resultats r&cents sur T&urn&ration des polyominos 
parallelogrammes, utilisant les fonctions de Bessel. Pour cela, nous dtfinissons d’abord la notion de 
polyomino parallelogramme a franges. Puis nous montrons que la fonction generatrice de ces objets 
selon faire et le nombre de colonnes s’exprime a l’aide de q-analogues de fonctions de Bessel. Nous 
ttablissons d’autre part quelques proprietes de ces q-analogues lies au q-calcul. 
1. Introduction 
Un carrt unitaire du plan P= N x N est une cellule, le niueau d’une cellule est 
l’ordonnte de son bord inferieur. Un polyomino est une reunion finie de cellules, 
constituant une partie connexe dont l’interieur est Cgalement connexe. Un polyomino 
est defini a une translation pres. Une colonne (resp. une ligne) est l’intersection entre le 
polyomino et une bande unitaire infinie verticale (resp. horizontale). Un polyomino 
est convexe lorsque ses lignes et ses colonnes le sont. L’aire est le nombre de ses cellules 
et le p6rimdtre dun polyomino est la longueur de son bord. Les polyominos sont des 
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objets combinatoires classiques ([12, 14]), egalement BtudiCs en Physique Statistique, 
sous le concept d’animal ([19]). Un probleme ouvert est celui de leur enumeration 
selon les parametres aire ou perimetre. Seuls quelques types de polyominos (tas, 
parallelogrammes, convexes [S, 161, verticalement convexes [S]) ont et& denombres 
selon l’une ou l’autre de ces distributions. 
Un polyomino parall6logramme est un polyomino convexe tel que la suite des 
niveaux des cellules inferieures (resp. superieures) des colonnes numtroties de gauche 
a droite est croissante. Un polyomino parallelogramme P A n colonnes est entierement 
determine par la donnee de deux suites B(P)=(b,, . . . , b,) et H(P) =(/I,, , . ., II,,), oti 
bi (resp. hi) est l’ordonnte du bord inferieur (resp. superieur) de la iikme colonne. Ces 
suites (b,, . . . . b,) et (hi, . . . . h,) satisfont aux conditions: 
(Cl) bi<bi+r pour i=l,...,n-1, 
(C,) hiQhi+i pour i=l, . . ..n-1. 
(C,) bi+r <hi pour i=l,...,n-1, 
(C,) bl=O, 
et rtciproquement out couple de suites satisfaisant a(C,), (C,), (C,) et (C,) determine 
un polyomino parallelogramme a n colonnes (Fig. 1). 
On notera .G%Y l’ensemble des polyominos parallilogrammes et CO (resp. LI, AR, 
DP) les fonctions nombre de colonnes (resp. nombre de lignes, aire, demi-perimbtre) 
dtfinies sur 9’8. 
Le polyomino parallelogramme P representt sur la figure 1 est determine par les 
deux suites B(P) = (0, 0, 0, 0, 0,2,2,3) et H(P) = (1, 1,2,2,3,4,4,4). 11 satisfait aux rela- 
tions CO(P)=& LI(P)=4, DP(P)=12, AR(P)=14. 
Les polyominos parallelogrammes de perimetre 2p +2 sont en bijection avec les 
mots de Dyck de longueur 2p et sont denombres elon ce parametre par le nombre de 
Catalan C, ([8]). L’enumeration de ces objets selon l’aire etait connue sous forme 
d’lquation fonctionnelle (1133) ou de fraction continue ([lo, 18]), jusqu’aux r&cents 
rtsultats obtenus par Ftdou et Delest ([7, 111) dans lesquels apparaissent des q- 
analogues des fonctions de Bessel Jo et Jr. 
Le but du present article est de prolonger les resultats de ces deux derniers auteurs 
en montrant comment l’introduction d’une nouvelle classe de polyominos, a savoir les 
polyominos parall2logrammes d fianges, conduit naturellement a l’btude de q-ana- 
logues de la fonction de Bessel. 
Soient v,,? deux entiers naturels, on dira qu’un polyomino parallelogramme st 
d franges de largeurs (v,A) (ou (v, A)-bordd) s’il est obtenu par ‘adjonction’ a un 
polyomino parallelogramme de v cellules I 1’ Est de chaque ligne, puis de A cellules au 
Nord de chaque colonne du polyomino obtenu. On appellerafiange l’ensemble des 
cellules ajouttes, et base l’ensemble des autres cellules. 
Exemple. Le polyomino parallelogramme (3,2)-horde de la Fig. 2 a 11 colonnes, 
6 lignes et pour aire 48. Sa base a 8 colonnes, 4 lignes et pour aire 14. Sa frange est 
constitute de 34 cellules. 
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Fig. 1. Un polyomino parallklogramme. Fig. 2. Un polyomino parall~logramme (3,2)-bordt. 
Ces polyominos sont definis en toute rigueur dans la Section 3, od nous donnons 
Cgalement quelques prop&t& de ce nouvel objet combinatoire. Nous montrons en 
particulier que l’enumeration des polyominos parallelogrammes a franges selon le 
perimetre, l’aire et le nombre de colonnes revient a l’tnumeration des chemins de 
Dyck selon la longueur, le nombre de pits et un nouveau parametre lie a la somme des 
hauteurs des pits. 
Pour v entier naturel, on pose 
Cette fonction fV est lite a la fonction de Bessel classique J, de I’Analyse par la 
relation 
xyJy(x)=2y~V $ . 
0 
Pour k entier naturel, on note [k]=1+q+q2+...+qk-’ et [k!]=[1].[2]...[k] 
et on d&nit les fonctions suivantes, od I, et i, designent des q-analogues de la fonction 
kpy. 
q)= f (- l)“X”+” 
n=O Cn!lC(v+4!1 
@Y (x, 4) = 
I,+1(x,q) 
I&q) ’ %~xdd=i,+~~;; Y 7 
Dans la Section 4, nous montrons plusieurs proprietes verifiees par ces fonctions 
(q-equation differentielle, relations de recurrence des coefficients). 
Utilisant la methode des q-analogues de grammaire algtbrique d&rite dans [6], on 
montre dans la Section 5 que la fonction generatrice selon le nombre de colonnes et 
l’aire des polyominos parallelogrammes a franges s’exprime a l’aide de QY. Le rtsultat 
principal obtenu Ctant le suivant: 
Thi?or&me. La fonction gCntratrice des polyominos parall~logrammes (v, I)-bordds selon 
le nombre de colonnes et l’aire est 
F”,lkd=q v(n+l)tY(l -q)@, (q;;:;)2?q). 
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Ce resultat et ses consequences generalisent ceux obtenus dans [7], pour le cas 
particulier des polyominos paralltlogrammes (sans franges). 
2. Polyominos parallelogrammes et chemins de Dyck 
Notation. Soit A un alphabet, on note A* le monoi:de libre engendrb par A. Si a est une 
lettre de A et u un mot de A*, on note 1~1, le nombre d’occurrences de a dans u. 
Dkfinition 2.1. Un mot de Dyck est un mot w~{x, Z}* vtrifiant les deux conditions: 
(i) IwI~=IwIz 
(ii) pour toute factorisation w = uv, alors ) uj,> (~1~. 
Dkfinition 2.2. Un chemin de Dyck est un chemin w = (so, s1 ,...,+,)de NxN telque 
s0 = (0, 0), szp= (2p, 0) et pour tout i, 0 < id 2p - 1, le pas (Si, Si + 1 ) est un pas Clementaire 
Nord-Est (Si=(X,y),Si+1=(X+l,y+l)) OU Sud-Est (Si=(X,y),Si+l=(X+l,y-1)). 
Un pit (resp. creux) est un point si tel que le pas (Si_ 1 ,si) est un pas Nord-Est 
(resp. Sud-Est) et le pas (si,si+ 1) un pas Sud-Est (resp. Nord-Est). 
Une mont&e (resp. descente) du chemin est une suite maximale ((si, si+l), . . . . 
(si+k_ 1, Si+k)) de pas Nord-Est (resp. Sud-Est). 
La hauteur h(si) d’un sommet si est son ordonnee. 
On identifiera les chemins de Dyck de longueur 2p avec les mots de Dyck 
w = x1.. .xzp de longueur 2p en associant a tout pas (si_ 1, St) Nord-Est (resp. Sud-Est) 
la lettre xi = x (resp. Xi = a). Les pits (resp. creux) d’un chemin de Dyck correspondent 
alors aux facteurs xX (resp. Xx) du mot de Dyck correspondant. Les double monthes 
(resp. double descentes) correspondent aux facteurs xx (resp. 2X). 
Notation. On note 9 l’ensemble des chemins (ou mots) de Dyck et 9p l’ensemble des 
elements de 9 de longueur 2p. On note DL (resp. DM, DD, NP, HP) les fonctions 
demi-longueur (resp. nombre de double montees, nombre de double descentes, 
nombre de pits, somme des hauteurs des pits) dtfinies sur 9. 
Exemple. Le chemin de Dyck w de la Fig. 3 est tel que DL(w) = 11, DM(w)= 3, 
- -- - 
DD(w) = 3, NP(w) = 8, HP(w) = 14 et est code par le mot xXxXxxXxXxxX~Xxxxxxxxx. 
Nous rappelons la bijection p entre les polyominos paralltlogrammes de perimetre 
2p+2 et les chemins de Dyck de longueur 2p d&rite dans [S]. Un polyomino 
Fig. 3. La bijection p entre polyomino parall~logramme et chemin de Dyck. 
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parallelogramme P a n colonnes peut &tre d&i a l’aide de deux suites d’entiers 
(P 1, ..., pn)et(cl,..., c,_ 1), od pi est le nombre de cellules de la ii&me colonne et (ci + 1) 
le nombre de cellules contigues aux colonnes i et it- 1. Le chemin de Dyck p(P) est 
alors le chemin de Dyck ayant n pits, dont les hauteurs des pits sont p1 , . . . , pn et les 
hauteurs des creux sont c1 , . . . , c,_ 1. D’od la propositions( [S]): 
Proposition 2.3. L’application u transforme un polyomino parallelogramme de ptrimdtre 
2p + 2, ayant n colonnes, m lignes et d’aire k en un chemin de Dyck de longueur 2p, ayant 
n pits, m- 1 double montees et de somme des hauteurs de4 pits k. 
3. Polyominos parallelogrammes a franges 
DCfinition 3.1. Un polyomino parallelogramme P,, A A N colonnes est (v, I)-horde si et 
seulement si les suites B(P,, A) = (b, , . . . , b,) et H(P,,, a) = (h, , . . . , hN) des ordonnies des 
bords inferieurs et superieurs de ses colonnes satisfont aux conditions: 
(C,(V,~)) bi<bi+l pour i=l,...,N-1, 
(C,(v,A)) hiGhi+, pour i=l,..., N-l, 
(C,(V,~)) bi+,+l<hi-A pour i=l,...,N-v-l, 
(C&J, A)) 6, = . . . = b, + 1 = 0, 
(C&R)) hN_v=...=hN. 
La base P du polyomino parallelogramme P,,n est alors dtterminee par les suites 
W’)=(b,+,, . ..> bN) et H(P)=(h,-1, ...,hN-v-IZ). 
Notation. On notera 9?LFV, 1 l’ensemble des polyominos paralldlogrammes (v, A)-hordes 
et C??YV l’ensemble des polyominos parallelogrammes (v,v)-hordes (on dira Cgalement 
v-bordh). Ainsi l’ensemble 9??+, des polyominos parallClogrammes (0, 0)-bordCs est 
l’ensemble 99’ des polyominos paralltlogrammes. 
Remarqne. On identifiera, dans ce qui suit, un polyomino parallelogramme a 
franges P,, A avec le triplet (v, A, P) oti v, II dtsignent les largeurs de franges et P la base 
de pV,l. 
Notation. Soient v, 2 fix&, on note fly,* (resp. fly) la bijection de PcP,,~ (resp. 99,,) dans 
99 qui au polyomino paralltlogramme $ franges P,, A = (v, 1, P) associe sa base P. On 
pose P”,~=P 0 ,!?y,1 (resp. p,,=p 0 fly), od p est la bijection entre 89 et 9 d&rite 
prtctdemment dans la Section 2. 
Exemple. Si P3,2 dtsigne le polyomino paralMogramme (3,2)-bordt de base P 
de la Fig. 2, il lui correspond par la bijection p3,2 le mot de Dyck w de la Fig. 3. On 
a done: 
-_- 
w = /L3,z (P3,2) = u(P) = xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx~, 
,u(P3,2) = xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxlxx. 
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Les propositions suivantes ont immediates: 
Proposition 3.2. Soit P,,n un element de Pg,,l de base P. On a alors les relations 
suivantes: 
co(P”,,)=co(P)+v, 
LI(P,,,)=LI(P)+& 
DP(P,,,)=DP(P)+v+& 
AR(P,,,)=AR(P)+~CO(P)+VLI(P)+~~V. 
Proposition 3.3. La bijection ,u,, 1 transforme un polyomino parallelogramme (v, il)-bordt 
P,,I en un chemin de Dyck w tel que: 
CO(P,, A) = NP(w) + v, 
LI(P,,,)=DM(w)+A+l, 
DP(P,,,)=DL(w)+v+A+l, 
AR(P,,,)=HP(w)+~NP(w)+vDM(w)+v(1+1). 
Notation. Soit w un chemin de Dyck, on note: 
HP,,,(w)=HP(w)+;lNP(w)+vDM(w) 
On deduit alors de ce qui precede le resultat suivant: 
Proposition 3.4. Le nombre de polyominos parallelogramme (v, R)-bordd Py,I de demi- 
ptrimetre p + v + 1+ 1 ayant n + v colonnes, m + 2 + 1 lignes et d’aire k + ~(1 + 1) est egal 
au nombre de chemins de Dyck w de demi-longueur p, ayant n pits, m double-montdes et 
tels que HP,,, n(w) = k. 
Notation. Soit w un chemin de Dyck ayant N pits, on note pj + 1 (resp. ci) la hauteur 
du jieme pit (resp. creux). Le chemin w est entierement determine par la suite 
S(w)=(P;,G,P;, . .., cN- 1 ,p;V). Les suites (pf) et (Ci) satisfont a la propriett: 
O,<Ci<‘miIl(pi,pf+1) pour i=l,...,N-1. 
On note TG~,,~ l’ensemble des mots de Dyck w satisfaisant aux proprietes suivantes: 
(i) NP(w)=N>v 
(ii) w=x’w’X’ oti w’ est un element de 9 
(iii) W’=Xil~jlXiz~j2...XiNXjNavecjl=...=j,=1 et iN_v+l=...=iN=l 
On peut alors Ccrire le resultat suivant: 
Proposition 3.5. Soit w un chemin de Dyck a N pies tel que S(w) =(pi , cl, pi, . . . , 
cN _ 1, pfv). Alors w appartient a gV,, 1 si et seulement si on a les relations suivantes: 
(&(v,4) N>v, 
(D2(v,IZ)) 1<ci<min(pf,pf+,) pour i=l,...,N-1, 
(D~(v,A)) ci=pf pour i= 1, . . . . V, 
(D4(v,2)) ~~=pf+~ pour i=N-v,...,N-1. 
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Proposition 3.6. La bijection p transforme un polyomino paralltlogramme (v, A)-bordd en 
chemin de Dyck w de 63v,n. 
Preuve. Soit I’,,, I un element de SY,,, 1 et w = p(Py, n). On note iV = CO(P,,, A), B(P,,,) = 
(b l,...,b,)etH(P,,~)=(h,,..., hN). La taille de la colonne i est hi - bi et le nombre de 
cellules contigues aux colonnes i et i + 1 est hi - bi + 1. Le mot w a N pits (N > v), la 
hauteur du iieme pit (resp. creux) est pi + 1 = hi - bi (resp. ci = hi- bi+ 1 - 1). On a done 
IwQCi pour i=l,...,N-1. De ~1~s pi=c<=hi-l pour i=l,...,v et 
pI+l=Ci=hN-bi+l - 1 pour i = N-v, . . . , N - 1. Les conditions de la Proposition 3.5 
sont alors vtrifiees par la suite S(w)=(p;,cI,p;, .,.,c~_~,P;Y), d’oti WEE&. 0 
4. q-Analogues des fonctions de Bessel 
Dbfinition 4.1. Le q-analogue dun entier nature1 n est le polynome 
[n]=l+q+q2+...+q”-l et le q-analogue de n! le polynome [n!]=[1].[2]..~[n]. 
Dbfinition 4.2. La q-d&i&e D4( f) dune fonction f (x) est definie par 
D 
4 
(f(X))=f(qx)-f Cx) 
qx-x . 
Les formules de q-derivation suivantes ont immtdiates a verifier: 
DJx”)= [n]x”_l, D,(u + 4 = D&d + D,(u), 
~4(u~)(x)=~q(u)(x)~(~)+u(q~)~q(~)(~), D, ; (x)=- 0 D&J)(X) +a4P)’ 
On trouvera dans Andrews [2], Askey, Wilson [3] et Exton [9] quelques elements 
de q-calcul et des q-analogues des fonctions classiques ainsi que leurs proprittes. 
DCtfinition 4.3. On note cr2,,(v) la fonction symttrique azn(v)=C~= 1 (j,,K)-2”, oti 
j,,, est le kieme zero positif de la fonction de Bessel J,. 
Les fonctions 02n sont coefficients des fonctions J,+ 1/2J, et J,/2J,+ 1 et on 
a (Cl, 4, 171): 
J,,,(x)= O3 ~ 
c 
(v)x2n-1 et JJx) - 
v+l m 
2Jv(4 “=I 2n ~J,+I(x) x c 
GZn(V + 1)x2”_ 1 
n=l 
A l’aide de la relation xyJy(x)=2y~V(x2/4) on en dtduit alors: 
$v+1(x) m 22n02”(V)Xn -----= 
c 
Yv(x) n=l 
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Le r&&tat suivant du 6 Carlitz [4], montre que crZn(v) est une fraction rationnelle 
en v. 
Proposition 4.4. 
oti A,(v) est un polynome en v, de degrC d = 1: = 2 L n/k] - n + 1 et 
&(v)=fi (k+v+j 
k=l 
si 1 ‘on note [xJ la partie entihe de x. 
Les premiers polyn6mes A,(v) sont les suivants: 
A,(v)= 1, A2(v)=1, A3(v)=2, Aq(v)=11+5v, A5(v)=38+14v. 
Les coefficients des monomes dominants sont les nombres de Catalan 1,2,5,14, .. . 
(voir [ll]). 
L’un des principaux rhultats obtenus dans ce papier est une interprktation combi- 
natoire d’un q-analogue du rtsultat de Carlitz. 
Notation. On pose 
&(x,q)=$l,(x,q) et kkd=-&ivb~q). 
On obtient aistment les proprit%Cs suivantes d l’aide des formules de q-dkrivations. 
Proposition 4.5. 
D4(K”(X,q))=-K”+l(X)q), 4 Y 3 
D (z (x q))~cvI~,(x~q)-q'~~+l(x~q) 
9 
X 
D4(kv(x,q))=-k,+,(x,q), 
D (i ( 
q v x, 
q))=CvIi,(x,q)-q'i,+,(x,q) 
9 
X 
D,(i,+ I (x, 4)) = iv@, 4).
Proposition 4.6. Les fonctions Ly(x, q) = xv @,,(x, q) et lV(x, q) = xv (p,,(x, q) sont solutions 
respectives des q-tquations dijjhentielles (E,) et (e,) suivantes: 
Q#V(x,q))=q’x’+q’(1-q)L”(x,q)+-&LV(x,q)LV(qx,q) E) 
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Preuve. Elle se deduit des formules de q-derivation et des relations ci-dessus. En effet 
on a: 
D (Ly(x q))Ju~“+l(xAN r,+l(qx,q)o,(K,(x,q)) 
4 3 K&q) - Kv(x, LdK(qx> 4) ’ 
D (L (x q))=qYIY(Xlq)+(l-q)~Y+l(X~q)+KY+l(X~q)~Y+l(qX.q) 
4 v 9 K& d &(x> cdKv(qx, d 
D’ou la q-equation differentielle (EY). On dtmontre la relation (e,) de man&e 
analogue. 0 
Le thtoreme suivant donne la reponse, dans le cas general, a une question poke par 
Delest et Ftdou [7], qui en donnent une solution dans le cas particulier v=O. 
ThCorkme 4.7. Les fonctions @Jx, q) et (pV(x, q) s’kcrivent sous la forme 
[B”(V)] = [b”(V)] = fj [v + k]lfJ 
k=l 
est le q-analogue de B,(v). 
[A.(v)] est un polynBme en q d coe$‘icients posit+ et de terme de plus bas 
degrt qny, 
[a,(v)] est un polynBme en q d coefficients positifs et de terme de plus bas degrt 
qwl)h’+l) 
Notation. On notera 
pn= fI [v+k$J 
k=l 
le q-analogue de B,(v). La suite B,, satisfait la relation de recurrence 
Pn=B.+1 
kd!?.. Cv+k’ 
et les premieres valeurs de la suite /$ sont: 
/%,=A D~=[v+l], ~2=[v+112[v+2], p3=[~+1]~[v+2][~+3], 
~~=[~+l]~[v+2]~[~+3][~+4],... . 
Dkfinition 4.8. Pour n et i entiers, 0 < i < n, on d&nit le q-bin8mial de forme /I par 
n [I Pn i p=pipn-i’ 
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De man&e analogue B [7], on obtient le lemme suivant: 
Lemme 4.9. Pour n 2 2 et pour i tel que 1 < id n - 1, l’expression 
1 n [I [v+n] i B 
est un polynSme en q a coejticients entiers de terme de plus bus degrd &gal d 1. 
Preuve du thborkme 4.7. On pose ,5,(x, q) =x2= 1 y,,x’+“. L’tquation (E,,) s’tcrit alors 
nzl [v+n]YnxY+“-l= q’x”+q’ f (l-q)y,+ f: YiYn-i+lqi Xv+” 
i=l ( i=l > 
Cv+ llYl=q' et Cv+n+ lly,+l =q”U-qh+ i YiYn-i+lqY+i pour n> 1. 
i=l 
On a done 
et 
[v+1]2[v+2]y2=q2v, [v+1]3[v+2][v+3]y,=qyl+q”+~) 
q”(1 +q”+“) Y n-l 
Y.r’=Cv+lllv+n+llY~+Cv+~+ll ig2 YiYn-i+lqi Pour na3. 
En posant y,, =qnva,,/p,, on obtient: CI~ = 1, CI~ = 1, a3 = 1 + qv+2 et 
1 +q”+” P,+1 
c1 
“+‘=[v+l][v+n+l] Tan 
n-1 
+qy ,z2 [IJ+fi+I] Y1 [ 1 
@icIn-i+lqi pour n 2 3. 
B 
Le ksultat se dtmontre aiors par une rkcurrence immkdiate, A l’aide du lemme 
prkckdent. 
De manike analogue, posons lV(x, q) =x2= 1 &xv+“. L’kquation (e,) s’tcrit alors 
“~l[v+n]&x’+“-l=xv+i~l ( i$l 6i5n-i+l~v+i)x’+’ 
D’0l.i 
[v+1]51=1 et [v+n+ll<,+l= jJ ti5n-i+14Y+i pour n2 1. 
i=l 
En posant <,, = q(“- ‘)(“+ “S,/j& on obtient: al = 1 et 
n 
6 c 1 n+l “+I=~=~ Cv+n+ll i [ 1 86i6n-i+lqim1 pour n2l 
Le rtsultat se dtmontre Cgalement par rkcurrence, A l’aide du lemme. q 
Notation. On pose 
YY, (XT 4) = 
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i.=ct./B. et ~n=6,/~,. On note 
f. inxn et Il/Jx, 4)= f wn. 
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On a done 
@dx, d= yv(qyx, 4) et 4h(x, d= $k +&ly+ lx, 4). 
On en dkduit alors: 
Proposition 4.10. Les suites (c,) et (~JJ satisfont aux relations de r6currence suivantes: 
i1=1 
Cv+ll 
et [~+n+l]i~+~= (I-q)i,+q’ E iiin-i+lqi pour n>l 
i=l 
(Rv) 
1 
- et 
?l=[v+l] 
[v+n+l]~~+~= (r,) 
5. Enumerations des polyominos parallelogrammes a franges 
Notation. On note dn,m,k le nombre de polyominos parallClogrammes (v, A)-bordts 
ayant n + v colonnes, m + A+ 1 lignes et d’aire k + v(A + 1). On pose 
Dv,&,s>q)= 1 dn,m,kt”smqk. 
n,m,k 
La fonction gCn&atrice selon le nombre de colonnes, le nombre de lignes et l’aire de 
ces polyominos est alors fV,l(t,s, q)=qv(A+l)tvsA+l D,,Jt, s, q). 
Nous avons dkmontri: (Proposition 3.4) que la fonction D,, 1 &urn&e tgalement les 
chemins de Dyck selon le nombre de pits, le nombre de double-montCes et le 
paramkre HP,, A. L’un des principaux rtsultats de cette partie est d’ttablir que D,, A est 
reliCe aux q-analogues des fonctions de Bessel dkfinies prtddemment par la relation 
Proposition 5.1. La fonction D+(t, s, q) vCrijie l’tquation fonctionnelle suivante: 
D,,i(t,s,q)=q”+‘t+q”+’ tD,,&, s, q) + q’sD,, n(qt, s, q) 
+ q”sD,,,(qt, s, q)D,,,(t> s, q). 
Preuve. Soit 9’ l’ensemble des mots Ccrits sur (x, 2, t, s} obtenu en remplaCant dans les 
mots de Dyck non vides chaque facteur xX par le facteur xt% et chaque facteur xx par 
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xsx (on ‘marque’ chaque pit et chaque double montee). Une grammaire engendrant ce 
langage est dtterminte par 
9’ = xtx + xt.ss + xs9x + xs9fx9r. 
Notons gy, 1 l’application qui a tout mot w de 9’ associe qk avec k = HP,,,(w). Utilisant 
la mtthode des q-analogues de grammaire algebrique d&rite par Delest et FCdou dans 
[6] on dtfinit le q-analogue (9’ : q) du langage 9’ en ‘ponderant’ chaque mot w de $3’ 
par gy, i(w). 
On note (~:q)=g”,~(w)w et (9’:q)=CWE9S (w:q) la strie formelle q-analogue du 
langage 9’. Les relations suivantes, permettant le calcul rtcursif de gv,n se deduisent 
facilement des regles de la grammaire engendrant 9’ et de la definition du parametre 
HP,,21 
(xtx:q)=qA+‘xtx, 
(xtxu:q)=q”+’ xt.f(u:q) pour tout mot u de 9, 
(xux: q)=xsq”q1’ll(u: q)X, pour tout mot u de 9, 
(XL& : q)=xsq”ql”I1(u : q)X(v : q), pour u et u mots de $3’ (voir Fig. 4). 
Considtrons le morphisme x dtfini par x(t) = t, x(s) = s et x(x)=x(X) = 1 et l’image 
commutative de (9’: q) par x. La serie formelle obtenue est 
En appliquant la definition recursive de la fonction g,,A, on a alors: 
D,,n(t,s,q)=q”+‘t+q”+‘t c sy,&)x(u) 
UES’ 
+q’s c P%JY,nwx(4 1+ c sv,n(u)x(4 
UE%’ ( DEB’ ) 
d’oh l’equation fonctionnelle cherchee. 0 
ThCorbme 5.2. La fonction ghhatrice des polyominos paralldlogrammes (v, A)-bordh 
selon le nombre de colonnes et l’aire est 
Fv, a@, d = q v(A+l)tv(l -q)Qy 
Preuve. Posons Dv,I(t, l,q)=&l d,t” avec d,=C,,kd,,,,kqk, 
Fig. 4. La relation (XUXU : q) =xsq’ql”‘+ : q)f(u : q). 
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L’Cquation fonctionnelle de la Proposition 5.1 conduit aux relations de rkurrence 
suivantes: 
dI=q”+l+qY+ldI et 
d n+1=q A+ld,,+qv+n+ld~+l+qY f: did”+l-iqi pour nb 1 
i=l 
806, en posant 
in4 n(l+l) 
d”=(l_q)Z”-’ 
on obtient 
1 1 
il=[v+l] ~2=[Y+1]2[1’+2]f 
i n+l=(l-q2)1,+qY+“+1 [n+l+qY(l-q) i iiin-i+lqi pour n32. 
i=l 
On retrouve les relations de rkurrence (RY) vtrifites par les coefficients &, dans la 
Proposition 4.10. On en dCduit done que 
De ce dernier rtsultat on dkduit, en prenant v=A, la proposition suivante qui 
ghtralise pour v quelconque les rksultats obtenus par Delest et Fkdou [7] dans le cas 
particulier v = 0: 
Proposition 5.3. La fonction ghkatrice des polyominos paralltlogrammes v-bordks 
selon le nombre de colonnes et l’aire est 
FV(t,q)=q”(“+l)t”(l-q)@y (&q). 
Remarques. Nous avons montrk ici que la fonction ghkratrice des polyominos 
paralltlogrammes d franges selon le nombre de colonnes et l’aire ktait like au quotient 
de deux q-analogues particuliers de fonctions de Bessel. Ces fonctions, ainsi que celles 
provenant du rapport des q-analogues usuels des fonctions de Bessel ont tgalement 
d’autres interprktations combinatoires. Ghkralisant les rksultats obtenus par 
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Fedou [l l] now obtenons dans [15] une nouvelle interpretation de ces fonctions 
dans l’enumtration de familles d’arbres values et Cgalement dans l’enumeration de 
certaines multichaines d’un ensemble partiellement ordonnt. 11 serait d’autre part 
interessant de trouver une interpretation combinatoire des polynomes ~1, et 
6, intervenant dans les numtrateurs des fractions rationnelles 
yn _ PUfl 
@- l)(v+ “6 
Bn 
et &= 
Pn “. 
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